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RESUMEN

Introduccioén: El articulo presenta las integrales dobles como contenido esencial en la formacion de los
estudiantes de la carrera de Ingenieria Forestal en la Universidad de Sancti Spiritus. Dentro de esta
materia, se encuentran las transformaciones que se realizan aplicando el cambio de variables a dichas
integrales; las cuales requieren de una serie de pasos para su transformacion a integrales mas simples.
Objetivo: Proponer un procedimiento algoritmico para efectuar las transformacionesen integrales
dobles aplicando el cambio de variable.

Métodos: Se utilizaron el histérico-l6gico y el analisis-sintesis para el estudio de las posiciones teéricas
gue corroboran la utilizacion de procedimiento algoritmico y realizar, ademas, pruebas pedagdgicas, y
entrevistas a profesores para la busqueda deinformacién sobre el procedimiento que se propone. La
poblacion esta representada por los 15 estudiantes de carrera Ingenieria Forestal.

Resultado: Se ofrece un procedimiento algoritmico desarrollado; que incluye las acciones que permiten
orientar el trabajo planificado de los estudiantes durante las transformaciones a realizar para el cambio
de variable en integrales dobles.

Conclusiones: Su aplicacion, por parte de los profesores que imparten este contenido resulté favorable
y permitid enriquecer el quehacer didactico de acuerdo a los criterios incluidos inicialmente por los
autores del articulo.

Palabras clave: integrales dobles; procedimiento algoritmico; proceso de ensefianza; aprendizaje

ABSTRACT

Introduction: This article presents double integrals as an essential content in the training of Forest
Engineering students at the University of Sancti Spiritus. Within this subject, there are the transformations
that are performed by applying the change of variable to these integrals, which require a series of

steps for their transformation to
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simpler integrals.

Objective: To propose an algorithmic procedure to perform the transformations in doubleintegrals
applying the change of variable.

Methods: The historical-logical and the analysis-synthesis were used to study thetheoretical positions
that corroborate the use of the algorithmic procedure and to carry out, in addition, pedagogical tests
and interviews to professors to search for information on the proposed procedure. The population is
represented by the 15 Forest Engineering students.

Result: A developed algorithmic procedure is offered. It includes the actions that allow to guide the
planned work of students during the transformations to be carried out for the change of variable in
double integrals.

Conclusions: Its application by the professors who teach this content was favorable and allowed to
enrich the didactic task according to the criteria initially included by the authors of the article.

Keywords: algorithmic procedure; double integrals; teaching-learning process
INTRODUCCION

Dentro de los contenidos mateméticos que se imparten en la Educacién Superior en Cuba, las integrales
dobles presentan una vasta aplicacion de su uso en carreras de Ingenieria para la formacion de los
estudiantes. La ensefianza de este contenido debe tener fundamentos bien definidos si se pretende que
los futuros egresados no tengan problemas en el desarrollo de habilidades elementales en el aprendizaje
de esta rama de la Matemética. Sobre este tema autores como Osorio Amaya y Nesterova (2018),
Arévalo-Vasquez y Gonzélez-Castafio (2021) y Ramirez Santamaria (2021), refieren el

uso de la tecnologia para el mejoramiento y perfeccionamiento del proceso de
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ensefianza — aprendizaje de este contenido.

El conocimiento y la aplicacion de las integrales dobles especificamente en la carrera Ingenieria Forestal
es de gran importancia debido a que este conocimiento permiteel calculo de area y volumen bajo
cierta y determinadas condiciones donde se hace necesario el uso del cambio de variable para lo cual
dicho procedimiento requiere una sucesion de pasos para obtener una nueva regién de integracion; es
por eso que el presente trabajo pretende dar un procedimiento algoritmico para poder efectuar el cambio
de variable en dichas integrales de forma general reduciéndolas a integrales mas sencillas. En
correspondencia con lo anterior, para realizar dicha actividad es necesario que los estudiantes dominen
el proceso de derivacién; sepan elegir, de acuerdo con el nuevo sistema de coordenadas, los nuevos
limites de integracion en funcion de las nuevas variables, y ademas, dominen los pasos para efectuar el

cambio de variable.

Es por ello que los autores del articulo se plantean como objetivo: Proponer un procedimiento

algoritmico para efectuar las transformaciones en integrales dobles aplicando el cambio de variable.

DESARROLLO

Proceso de ensefianza — aprendizaje de la Matematica Superior La ensefianza de las ciencias y en
particular, de la Matematica, tiene en cuenta las concepciones pedagdgicas contemporaneas basadas en
la necesidad de un proceso de ensefianza — aprendizaje donde se potencie el aprender a hacer, aspecto
en que coinciden estudiososde la didactica de la Matematica.

Al respecto, Cordoba Martinez (2020), refiere que: "El aprendizaje de la Matemética Superior se centra
en el: aprendizaje conceptual, aprendizaje algoritmico y aprendizaje estratégico (resolucion de

problemas)" (p. 20), para dotar al estudiante del conocimiento tedérico y reproductivo.
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Aunque Auccahuallpa Fernandez (2018), plantea que en los Ultimos tiempos dicho proceso se ha dirigido
hacia una forma méas experimental en donde el docente se ha convertido en un facilitador del
conocimiento y, el alumno, en un receptor ya no de conocimiento rigido, sino que necesita de la
experiencia y la necesidad de emplear y visualizar los contenidos aprendidos en la aplicacion de esos
resultados a la realidad objetiva, y a partir de ella, construir nuevos conocimientos.

En este proceso, se refleja la necesidad de la formacion y desarrollo de las habilidades matematicas; la
importancia de su sistematizacion continba y la pertinencia de que al aplicarlas los estudiantes
desarrollen un razonamiento l6gico y abstracto como modos de la actividad mental propios de la
actividad matematica (De Leén Rodriguez yGrijalva Valencia, 2017).

Dentro de los aspectos actualmente debatidos en la comunidad internacional sobre el proceso de
ensefianza—aprendizaje de la Mateméatica Superior esté el uso de laS nuevas tecnologias (Grisales
Aguirre, 2018). Se reconoce que el uso de las TIC puede apoyar, visualizar y aplicar losprocedimientos y
modelos matematicos de forma precisa, y viable estableciendo una relacion hombre — maquina en
funcion del aprendizaje.

En las ideas citadas se pone de manifiesto la necesidad de desarrollar lashabilidades mateméticas; la
importancia de su sistematizacién continla y la pertinencia de que, al aplicarlas, los estudiantes
desarrollen modos de la actividad mental que le permita construir nuevos conocimientos. De ahi, que en el
articulo preste especial atencion en el cambio de variable en integrales dobles a través de un

procedimiento algoritmico. El proceso de ensefianza — aprendizaje de integrales dobles

La ensefianza de las integrales dobles se centra fundamentalmente en el dominio y comprension de su
definicion y se han realizados esfuerzos para elaborar tareas donde se analice y describa la
interpretacion de las integrales dobles a través de la modelacion Matematica de problemas reales

(Bravo Viera y Rodriguez Rivero, 2020).
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Con el uso de las tecnologias, se ha podido reforzar la visualizacion y comprension de las integrales
multiples (dentro de ellas las dobles) permitiendo modelar, analizar y estimar posibles resultados en la
solucién de ejercicios sobre este tema (Osorio Amayay Nesterova, 2018) y (Ramirez Santamaria, 2021).
Estos autores destacan que las representaciones pueden influenciar en la intuicién para relacionar
conceptos mas complejos, permitiendo afrontar la solucién de los problemas desde una perspectiva de
formacion més profesional.

Autores como Campillo et al., (2018), coinciden con los autores anteriores, al resaltar que las nuevas
tecnologias ofrecen una buena posibilidad para la blsqueda de alternativas pedagogicas en la
ensefianza; porque, a su juicio, ofrecen posibilidadesque la ensefianza tradicional no tiene pues ellas
permiten a los estudiantes modificar, evaluar, representar y comparar conceptos, teoremas que no son
accesibles directamente a través de la percepcién. Aunque su uso evidencia un impacto en el proceso de
ensefianza — aprendizaje de las integrales multiples, ésta no puede resolver el proceso de abstracciéon
mental para lograr identificar las regiones de integracién y para el caso que ocupa lograr deducir una
integral doble compleja auna més sencilla aplicando el cambio de variable.

Para efectuar el cambio de variable en una integral doble es necesario conocer una serie de pasos bien
definidos que permiten la identificacion de los nuevos limites de integracidn respecto a las nuevas
variables. Para ello, es necesario identificar si los limites de integracion estan ubicados en las integrales
o0 si estdn dados por funciones que delimitan el &rea de integracion.

Los procedimientos algoritmicos en el proceso de ensefianza — aprendizaje de la Matematica. Los
procedimiento algoritmico estdn encaminados a la modificacion permanente del modo de actuacion del
estudiante, con los cuales modela y remodela su experiencia en funciéon de su adaptacion a los
contextos como resultado de su actividad y su comunicacién y que no se puede atribuir

solamente al proceso de
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crecimiento y maduracion del individuo (Gonzalez Polo y Garcia Gonzalez, 2012). Para autores como
Garcia et al., (2018), los procedimiento algoritmicos estdnencaminados al desarrollo de actividades
que desarrollen la bUsqueda de patrones,relaciones y el pensar matematicamente que transformen su
realidad debido a lacomplejidad constante en el que se aplique el razonamiento y la interaccion.
Con el uso de la tecnologia, los procedimientos algoritmicos han dejado de tenerun papel
protagonico en el proceso de ensefianza—aprendizaje de la Matematica Superior debido a que los
ordenadores pueden realizar calculos de forma rapida y precisa (Jimenezo, 2006, como se citd en
De la Fuente, 2016), aunque se coincide con ambos autores cuando destacan que no debe obviarse el
uso de estos, pues es necesario la creacién de habitos y habilidades de calculo en el proceso de
ensefianza — aprendizaje de esta asignatura.
Para Vargas Ricardo et al., (2020), los procedimientos algoritmicos, en la enseflanza-aprendizaje de la
Matematica Superior y otras ciencias, se emplean como herramientade analisis y representacion que
se aplica en varios campos debido a que brindan laposibilidad de representar estructuras complejas
de forma sintética, y relaciones entreobjetos abstractos que requieren de la toma de decisiones
permitiendo facilitar elaprendizaje de reglas y modos de actuacion. Es por eso que para la
propuesta querealizan los autores en el articulo se asume que un procedimiento algoritmico es:
“Sucesion de ordenes o indicaciones para realizar un cierto sistema de operaciones enun  orden
determinado, que induce a operaciones univocas, rigurosamente
determinadas”(Ballester Pedroso et al., 1992, p. 25).
MATERIALES Y METODOS

La metodologia seguida al elaborar la via de solucién que se propone para la problematica identificada se
caracteriz6 por un enfoque cuantitativo.

Se utilizaron métodos teoricos:
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histérico-légico y el analitico-sintético; los que posibilitaron fundamentar el proceso de ensefianza-
aprendizaje de la Matematica Superior especificamente en el trabajo con el cambio de variable para
integrales dobles. Los métodos empiricos utilizados fueron el producto de la actividad, la observacion
pedagdgica con el objetivo de obtener informacion asociada a la participacién en la solucién de ejercicios
para determinar los conocimiento y dificultades donde intervenga el cambio de variable en integrales
dobles, y detectar las mayores dificultades en los estudiantes, la entrevista a profesores que imparten
este contenido en las diferentes carreras con el objetivo de identificar las mayores dificultades sobre este
tema. Estos facilitaron la recogida y el andlisis de datos relacionados con el proceso de ensefianza-
aprendizaje de los contenidos sobre el cambio de variable en integrales dobles y sus resultados, como
elemento esencial para esclarecer el estado de la problematica objeto de andlisis, y posterior a la
aplicacién practica de la propuesta.

Para ello se trabajé con un grupo de 15 estudiantes de Ingenieria Forestal, querepresentan la poblacién,
la misma tiene la finalidad de determinar el grado de desarrollo que lograban para lograr transformar una
integral doble compleja a una sencilla aplicando el cambio de variable.

RESULTADOS Y DISCUSION

Para la utilizacién del procedimiento algoritmico se utilizé una estructura loégica basada en la toma de
decisiones, la cual refleja el orden a seguir segin la decision que setome durante la ejecucion del
procedimiento (en el caso de que sea Sl, se recorreriala rama izquierda y en caso de que sea NO,
la rama derecha) y sefialando las preguntas en cuadrados de color rojo y el conjunto de acciones a
desarrollar segun la decision tomada.

Para la elaboracion del mismo se tuvo en cuenta los distintos elementos que aportaron el resultado de
los métodos empiricos aplicados y asi elaborar los pasos que componen el procedimiento algoritmico

disefiado y las operaciones para logrardeterminar:

1. Existe orientacion para realizar directamente el cambio de variable.
2. Siestan dadas las funciones x = g, v7) e v = @z(u, vv) explicitamente.
3. Calcular las derivadas parciales de x respecto a cada variable u y wv.
4. Calcular las derivadas parciales de yrespecto a cada variable u y v.
=
5. cCalcular el Jacobiang, |J] = |54 ¥
au av

5. Representaren el sistema de coordenadas (u; ) la nueva regidcn de
integracidon.
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Seleccionar los limites de integracion y evaluar el integrando original

| Enuncisde del sjeroicic |

iH=y indicacidn para el no —
" . iLa regién de
rambio de varizbles? = T2E
integracidén  =n  una

= circunferencia?

< - =i
LESTE N & ¥y en Foner x &y en funcidén de uwyw = ne
funcidn dz uy w?
v X = @, (M. 8 Y = @ (i vl Expresar Ia
integral iterada

l

52 L seesddzdy o [F§05) Fox yydxdy 2

.sjl nol

x = roosd
ZLa integral dobls tisne la forma:

¥ = rzensd.

¥=fFflxhy=glxlhx =ax=25 ila regidén de integracidn
o esta definids & traves de
== fOly=ghly=ay==~ funciones?
l L =i
no
Sustituir los valores de En las funciomes gque
® & y pars enconorar definen = &res  de
los valorss de uy v integracién, sustituir los
l valores de x = y pars
encontrar los valores de
Representar en =1 sistema de uwyw
coordenadas (u; v) los valores
o funciones halladaos
| P
L]

Figura 2. Calculo del Jacobiano y obtencién de la integral doble correspondiente
Ejemplo 1.
Dada la integral _UDdxdy limitado por la regiéon D: *(x;y) € “ixy=1, xy =2, y= ;y=

3x+. Obtenga la nueva integral aplicando para ello el cambio de variables indicado para

x ="y = uww
v

¢Hay indicacién para el cambio de variables? la respuesta sera: Si, por lo que se pasa ala préxima

pregunta ¢ Esta x e y en funcién de u y v? la respuesta sera: Si, por lo que se

pasa a la proxima pregunta ¢La integral doble tiene la forma: b f(x(x, y)dxdy
I !
a g(x)
b f(y) ) , _
x, y)dxdy ? en este caso la respuesta seria No, por lo que se tomara el camino hacia la derecha
Iajg(y)f( Ydxdy ? t [ t N I t I hacia la derech

realizando la siguiente pregunta ¢ La regién de integracion esta definidaa través de funciones? la
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respuesta sera: Si, por lo que se pasa a la ejecucion de la accion indicada:

Funciones en Funciones en
términos de (x; y¥) términos de (u; v)

T
xy = 1 V_wuw = 1
el
T
xy = 2 VA = 2
I
o
v = x W _ = uw
L2
i
¥ = 3x \f'u.lr 3\!”—

g

Realizando las operaciones correspondientes en cada ecuacidn de la segunda columna
se obtienen los valores de u y v respectivamente los cuales son:

Jul =1, |Jul =2, |v| =1 vy |v|] =3 loquesigniftcaque u =1y u=—1, u=2yu= —2, 17
=1y

= —11wv=3y 1= —3. Para este caso no se tiene en cuentan los valores negativos
debido que al sustituirlos en las expresiones no se puede calcular su raiz cuadrada. Por

tanto, las soluciones reales son: u =1, u =2, v =1y v = 3.

| H =2 ™

ax dx 1 _ v _ _ _
P gy . 2Nuw 23 - 1L T VU, et
gy oy | Vo N 2Vur 24T 2NTE 24 4v  Zv
dw dv 21 2
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La Ultima pregunta seria ¢El integrando f(x, y) = 1?, en este caso la respuesta seria Si. Por tanto,
utilizando la nueva region y el calculo del Jacobiano la expresion de la integral doble puede quedar de dos

formas diferentes
1 2 31 Py 1 31 2
5“[1 du fl ;dv (8] Efl ;d?}’ fl du

Ejemplo 2.

Sea la integral fol f;x dy. Obtengase la nueva integral realizando el cambio de variables
para x = u(l — v); v = uv

Hay indicacion para el cambio de variables? la respuesta sera: 8i, por lo que se pasa a
la proxima pregunta ;Esta x e y en funcion de u y v? la respuesta sera: Si, por lo que se

pasa a la proxima pregunta ila integral doble tiene la forma: f; ;((;)}f(x,y)dxdy o

Ia Jg(y) f(x, y)dxdy ? en este caso la respuesta seria Si, representado por la primera

forma pasando a la ejecucién de la accion indicada:

Funciones en Funcionesen

términos de (X;¥) términos de (u; v)

y=2x uv = 2u(l —v)
y=X ur =u(l —v)
x=1 ul—-v) =1
x=0 u(l—v) =0

Realizando las operaciones correspondientes en cada ecuacion de la segunda columna seobtienen

2 1 1
vV=_,1T=_,Uu= ¥Yu=~0.
3 2 1—v

los valores de u y v respectivamente los cuales son:

La otra accion arealizar es la representacion gréafica estas funciones en el sistema de coordenada
(u; v)las cuales describen una funcién deproporcionalidad inversa y tres funciones constantes. (Figura 2)
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u=1/(1v)

Figura 4: Nueva region de integracion

El proximo paso es calcular el Jacobiano

dx Odx

o oy - Tl=(ull—v)+ur)=(u—ur+ur)=1u
dy dy | v u

du odv

La ultima pregunta seria ¢ El integrando f(x, y) = 1? en este caso la respuesta seria Si. Por tanto, utilizando la nueva
regién y el calculo del Jacobiano la expresion de la integral doble queda de la segunda forma

La propuesta fue llevada a cabo por uno de los autores en la practica pedagdgica, para esto se seleccion6 a los 15
estudiantes del primer afio donde este imparte docencia constituyendo el mismo el 100% de la poblacion.

Para su evaluacion se utilizaron los siguientes indicadores:

e |dentificacion del enunciado general de ejercicios en cuanto al cambio de variable.
e |dentificar como viene dada la region de integracion.
e Obtener los nuevos valores (o funciones) en términos de u y v.

e Calcular el Jacobiano.
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e Representar los nuevos valores (o funciones) en el nuevo sistema decoordenadas

(u; v).
e Expresar la integral doble en funcién de los nuevos valores de u y v.
La medicion de los indicadores se realizd mediante una escala ordinal que considera las categorias muy
adecuado (MA), adecuado (A) e inadecuado (I).
Durante la aplicacién se utilizé una guia de observacién para valorar sistematicamente laactuacion de los
estudiantes durante la realizaciébn en cada ejercicio y al concluir la experiencia se aplicé una prueba
pedagogica.

Al triangular los resultados de los indicadores evaluados en ambos instrumentos, se puede concluir que:

En relacién a la identificacion del enunciado general del ejercicio en cuanto al cambio de variable, el
33.3% (5) de los estudiantes lo dominan de manera muy adecuada, en tanto el 46.7% (7) se comporta
de forma adecuada, mostrando conocer que hay que realizar el cambio de variable, mientras que el
restante 20% (3) se manifiestan inadecuadamente al no conocer la sugerencia dada explicita o
implicitamente, para efectuar del cambio de variable.

En cuanto a Identificar como viene dada la region de integracién el 46.7% (7) lo hacen de manera
muy adecuada en tanto el 20% (3) se comporta de forma adecuada mostrando mayor dificultad cuando
la region de integracion estd expresada en laintegral doble como limites de integracion, mientras que el
restante 33.3% (5) lo hace inadecuadamente al no conocer las dos formas posibles de expresar el area
de integracion.

Para obtener los nuevos valores de u y v el 20% (3) de los estudiantes son capaces de establecer las
relaciones, en tanto el 33% (5) se comporta de forma adecuada, al no saber despejar las ecuaciones
correspondientes, los restantes 7 estudiantes 46.7% lo hace inadecuadamente al no saber despejar y
resolver las ecuaciones descartando las que no son soluciones.

Dentro del aspecto para calcular el Jacobiano el 40% (6) de los estudiantes lo calculan de manera muy
adecuada mientras en el 13.3% (2) se comporta de forma adecuada, dominan el calculo del
determinante del segundo orden y el restante 46.7% (7) lo hace inadecuadamente al no dominar el
célculo de derivadas parciales, y la solucioén al determinante de segundo orden.

En cuanto a representar los nuevos valores (o funciones) en el nuevo sistema de coordenadas (u; v) el
33.3% (5) de los estudiantes lo realiza de forma muy adecuada, por otra parte, el 20% (3) lo realiza de
forma adecuada, los mismos no reconocen la correspondencia de coordenadas en las variables u y v,

y el restante 46.7% (7) lo realizade forma inadecuada al no dominar las funciones elementales y la
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correspondencia entre el sistema de coordenadas (x; y) en el otro sistema de coordenadas (u; v).
Para expresar la integral doble en funcién de los nuevos valores de u y v el 20% (3) de los estudiantes lo
realiza de forma muy adecuada, por otra parte, el 66.6% (10) lo realiza de forma adecuada, los mismos
no reconocen la correspondencia de coordenadas en las variables u y v, y el restante 13.3% (2) lo
realiza de forma inadecuada al no seleccionar adecuadamente los limites de integraciéon y no saber
ubicar los diferenciales segun el orden escogido.
CONCLUSIONES
El proceso de ensefianza-aprendizaje de la Matematica Superior ha estado enmarcadopor el aprendizaje
conceptual, algoritmico y experimental donde la tecnologia ha jugado un papel fundamental en la
adquisicién de conocimiento relacionado con las integrales dobles permitiendo desarrollar las habilidades
necesarias que contribuyan a
fomentar un pensamiento abstracto debido a las diferentes manera de expresar éstas de forma mas sencillas
aplicando el cambio de variable en integrales dobles mas complejas siempre y cuando lo requieran.
El procedimiento algoritmico propuesto favorece el desarrollo del tratamiento del cambio de variable en
integrales dobles y se fundamenta en las exigencias del enfoque metodolégico general de la asignatura,
sus pasos orientan el trabajo planificado de los estudiantes durante la solucién de los ejercicios a partir
del empleo de formas de trabajo y de pensamiento matematico.
Con la aplicacion del procedimiento algoritmico y la triangulacién de los resultados se logré evaluar los
indicadores, observandose resultados significativos con respecto al cambio de variable en el calculo del
Jacobiano, la representacion de la nueva regién de integracién en el sistema de coordenadas (u; v), asi
como la obtencién de la integral doble para dicha regién en el nuevo sistema de coordenadas.
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