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Resumen

Entre las exigencias planteadas al proceso de ensefianza-aprendizaje (PEA) de la
Geometria en la formacion inicial de profesores de Matematica, esta la relacionada con
el uso de software para favorecer el aprendizaje de los estudiantes. El software
GeoGebra es de gran utilidad en el PEA de la Geometria Analitica por su aplicabilidad
en la solucion de tareas de transferencia entre representaciones de objetos
geométricos. En la bibliografia consultada se constatdé que no se han descrito
procedimientos para la transferencia entre las representaciones de la recta en el plano
con el uso del software GeoGebra. En este articulo se ofrece una respuesta a esta
carencia. El articulo estd estructurado en cuatro partes: en la primera se exponen
fundamentos tedricos acerca de los conceptos de representacion y transferencia entre
representaciones, contextualizados en la Geometria Analitica y acerca del uso del
software GeoGebra en el PEA de esta asignatura; la segunda parte se dedica a la

determinacién de procedimientos de transferencia entre representaciones de la recta
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en el plano; en la tercera se describen los procedimientos; y finalmente en la cuarta
parte se refieren resultados obtenidos con la utilizacion de los procedimientos en la
formacién inicial de profesores de Matemética. El objetivo propuesto es describir los
procedimientos de transferencia entre las diferentes representaciones de la recta en el
plano, utilizando el software GeoGebra.

Palabras clave: formacion inicial; GeoGebra; geometria; matematica; software;
transferencia entre representaciones

Abstract

Among the demands stated in the teaching — learning process (TLP) of Geometry in the
initial education of Mathematics’ teachers, there is the use of software to improve the
students’ learning. The GeoGebra software is very useful in the TLP of Analytical
Geometry for its applicability in solving tasks of transfer among the representations of
geometrical objects. In the consulted bibliography, it was confirmed that the procedures
for the representations of the straight line in the plane with the use of the software
GeoGebra have not been described. This academic article offers an answer to this
shortage. It is structured in four parts: in the first part the theoretical foundations about
the concepts of representation and transfer among representations, contextualized in
Analytical Geometry, and about the use of the GeoGebra software in the teaching —
learning process of this subject are presented; the second part is focused on the
procedures’ determination of transfer among representations of the straight line in the
plane; in the third one, the procedures are described, and finally, the fourth part
describes the results in the use of procedures for the initial education of Mathematics’
teachers. The proposed objective is to described the procedures of transfer among
representations of the straight line in the plane with the use of the GeoGebra software.
Keywords: initial education; GeoGebra; geometry; Mathematics; software; transfer
among representations

INTRODUCCION

En el noveno de los lineamientos para el trabajo en la asignatura Matematica,
correspondiente a su enfoque metodolégico general, se plantea “utilizar las tecnologias,
[...], con el objetivo de adquirir conocimientos y racionalizar el trabajo de calculo, pero
también con fines heuristicos” (Alvarez, Almeida y Villegas, 2014, p. 2). Ademas en el

programa de la disciplina Geometria correspondiente a la formacion inicial de
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profesores de Matematica se recomienda el uso del software GeoGebra en el PEA de
las asignaturas que la integran.
Lo expuesto fundamenta la necesidad de integrar la computadora al PEA de las
asignaturas de la disciplina y, en particular, la Geometria Analitica. Uno de los usos que
tiene el software GeoGebra en el PEA de la Geometria Analitica, es en la transferencia
entre representaciones de diferentes objetos geométricos.
Los autores de este trabajo seleccionaron como objeto geométrico la recta en el plano,
un contenido que se estudia en la Educacioén General en Cuba. Ello se debe a que con
anterioridad habian determinado, ordenado y descrito los procedimientos para realizar
todas las transferencias intratipo e intertipos entre representaciones verbales, analiticas
y grafica de este objeto con lapiz y papel.
En la revision bibliogréfica realizada se comprob6 que no estan descritos los
procedimientos de transferencia entre las representaciones de la recta en el plano
utilizando el software GeoGebra. Por lo que este trabajo tiene como objetivo describir
los procedimientos de transferencia entre las diferentes representaciones de la recta en
el plano, utilizando este software.
Los conceptos de representacion y transferencia entre representaciones de
objetos de la Geometria Analitica
En esta seccion se presenta una sintesis del desarrollo de ideas esenciales expuestas
por los autores (Quero y Ruiz, 2017) relacionadas con dos conceptos centrales de la
teoria de las representaciones de los objetos mateméaticos: los conceptos de
representacion y transferencia entre representaciones, muy vinculados entre si y
con el concepto de estructura.
Una idea importante para la teoria de las representaciones de los objetos mateméticos
la desarroll6 Kaput:
Cualquier especificaciéon particular de la nocion de representacion debiera
describir, al menos, cinco entidades: los objetos representados, los objetos
representantes, qué aspectos del mundo representado se representan, queé
aspectos del mundo representante realizan la representacion y la correspondencia
entre ambos mundos o conjuntos. (Kaput, 1987, p. 23)
Para concretar esta idea en la Geometria Analitica en lo que respecta a los objetos

representados se debe considerar el concepto de estructura matematica:
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Una estructura es un n-uplo ordenado (C,,C,, ...Cy,, R4, Ry, ... Ry ) CUyOS primeros
m elementos (m<n), son conjuntos no vacios, llamados conjuntos bases de la
estructura y los restantes n-m elementos son relaciones o conjuntos de relaciones
entre los conjuntos bases de la estructura. (Castro, Diaz, Martinez, Lopez,
Bermudez y Gonzélez, 1992, p. 3)
Cuando en una estructura los conjuntos bases estan formados por objetos de la
geometria, decimos que la estructura es geométrica. Estos elementos de los conjuntos
bases constituyen los objetos representados en términos de las ideas de Kaput.
La palabra representacion tiene doble significado en la matematica y en su PEA:
designa un proceso y el resultado de un proceso. Aqui primeramente se analizara el
primer significado con el concepto de representacion y después se analizara el segundo
significado mediante el concepto de transferencia entre representaciones.
Se llama representacion de un objeto, en la Geometria Analitica, al objeto material o
mental, que lo sustituye y lo hace presente determinandolo univocamente en el
pensamiento, el lenguaje y la comunicacion con el uso de un sistema de coordenadas
elegido convenientemente como sistema de referencia.
En la Geometria Analitica se utilizan varias representaciones para un mismo objeto, lo
cual exige compararlas y agruparlas en clases, segun “la naturaleza de las
componentes predominantes en el objeto representante”, para formar conceptos
subordinados al concepto de representacion.
Una de las vias para obtener subclases de la extensién de un concepto es la tipologia,
que a diferencia de la clasificacion (Mederos y Ruiz, 2007), no exige que las clases
obtenidas agoten la extension del concepto.
Los tipos de representacién de un objeto de la Geometria Analitica (subclases de la
extension de este concepto) considerados por los autores de este trabajo, segun “la
naturaleza de las componentes predominantes en el objeto representante”, son el
verbal, el gréafico y el analitico. Estos tipos son las extensiones de los conceptos de
representacion verbal, representacion grafica y representacién analitica de un objeto de
la Geometria Analitica, descritas a continuacion.
Representacion verbal de un objeto de la geometria analitica: una representacion del

objeto mediante una frase que lo determina univocamente, compuesta por palabras del
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lenguaje comun, palabras de la terminologia matematica y, eventualmente, por signos
matematicos.

Representacion grafica de un objeto de la geometria analitica: una representacion en
la cual predomina una figura geométrica, es decir, una representacion que siempre
contiene una figura geométrica y eventualmente frases o signos matematicos.
Representacion analitica de un objeto de la geometria analitica: una representacion
en la que predomina una ecuacion, inecuacion, sistema de ecuaciones o sistema de
inecuaciones, es decir, una representacion que siempre contiene uno o varios de estos
objetos y eventualmente frases o signos matematicos.

Para comparar dos representaciones de un mismo tipo se utiliza su forma. La forma de
una representacion es la configuracion general del objeto representante, de modo que
dos representaciones de diferentes tipos tienen distintas formas, mientras que dos
representaciones del mismo tipo pueden tener la misma forma o formas distintas.

Un factor importante que determina la forma de las representaciones de los objetos de
la geometria analitica es el sistema de referencia, que se utiliza para representar los
puntos, es decir, el sistema de coordenadas.

La forma de la representaciéon de todo punto cambia cuando cambia el sistema de
coordenadas. Como los objetos de la geometria analitica estan formados por puntos, la
forma de su representacion también cambia de un sistema de coordenadas a otro.

El significado del concepto de representacion como proceso se refiere a obtener una
representacion de un objeto y expresarla externamente, ya sea, la primera de sus
representaciones 0 una representacion a partir de otra existente. Este ultimo caso
corresponde a la transferencia.

Si O es un elemento de un conjunto base de una estructura de la geometria analitica,
determinado por su representaciéon R; en la forma F; del tipo T, correspondiente al
sistema de coordenadas C; de tipo 11 y se desconoce su representacion R, en la forma
F. del tipo T, correspondiente al sistema de coordenadas C, de tipo t, el proceso
mediante el cual se obtiene R, a partir de R; se llama transferencia de R; a Ry. Si
inversamente se conociera R, y desconociera R;, el proceso que permite obtener R; a
partir de R, se llama transferencia de R, a Rj.

Cuando C;1=C, la transferencia se llama transferencia intrasistema, si en cambio C,#C,,

ésta se denomina transferencia intersistemas.
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Cuando T,=T;, la transferencia se llama transferencia intratipo, si en cambio T1#T,, ésta
recibe el nombre de transferencia intertipos.

Si quien realiza la transferencia de R; a R, 0 de R, a R; no utiliza una tercera
representacion reconocida del objeto O como representacién intermedia, la
transferencia se llama directa. En otro caso la transferencia se llama compuesta.

Una transferencia entre representaciones de un objeto O sera directa 0 compuesta en
dependencia del desarrollo del sistema de representacion y del procedimiento utilizado
por el sujeto que la realiza.

La transferencia entre dos representaciones de un objeto de la Geometria Analitica es
un proceso que requiere de la aplicacion de un procedimiento que garantice la
obtencién de una representacion desconocida de un objeto a partir de una conocida. A
la representacién conocida se le llama representacion dada (RD) y a la desconocida,
representacion buscada (RB).

En la definicion de transferencia entre representaciones no se especifica si quien debe
realizar la transferencia conoce o no el procedimiento para hacerlo. En el caso del PEA
el alumno puede conocer o no el procedimiento. Cuando lo conoce, la realizacion de la
transferencia constituye una tarea rutinaria; cuando no lo conoce y esta interesado en
realizar la transferencia, esta ante un problema de transferencia entre representaciones.
El analisis del factor referido a los medios para realizar la transferencia conduce a
diferenciar las transferencias que se realizan en la forma tradicional con lapiz y papel,
de las que se realizan con el uso de algun software. En el presente articulo se trata la
transferencia con el uso de un software, que solo es un medio, de modo que la
transferencia es siempre un proceso ejecutado por un ser humano.

Para representar simbodlicamente una transferencia en la “forma basada en flecha y
etiquetas” se utilizan etiquetas para identificar la representacién dada y la buscada, y
una flecha cuyo origen indica la RD y su extremo la RB.

1. Eluso de GeoGebra en el PEA de la Geometria Analitica

Respecto del uso de la computadora en el PEA de la Matematica, Gil y Guzman (1994,
p.69) sefalan: “La aparicion de herramientas tan poderosas como la calculadora y el
ordenador actuales esta comenzando a influir fuertemente en los intentos por orientar
nuestra educacion matematica [...] adecuadamente, de forma que se aprovechen al

maximo tales instrumentos”.

Pedagogia y Sociedad | Vol. 20, no. 50, nov. - feb. 2017, ISSN 1608-3784. RNPS: 1903 152



Existen diferentes software que pueden ser utilizados en el PEA de la Geometria
Analitica, sin embargo, los autores de este trabajo han usado con resultados
satisfactorios el GeoGebra, version 5.0.32.0.

Segun Hohenwarter y Hohenwarter (2009), GeoGebra es un software interactivo de
matematica que reune dinAmicamente geometria, algebra y calculo ofreciendo tres
perspectivas diferentes de cada objeto matematico: vista grafica, vista numeérica y vista
algebraica. Reconocen, ademas, que esta multiplicidad permite apreciar los objetos
matematicos en tres representaciones diferentes: grafica, algebraica y en celdas de una
hoja de calculo.

Este software, segun la experiencia de los autores de este articulo, se puede utilizar
con diferentes propdésitos: favorecer la comprensién de conceptos; visualizar conceptos
y procedimientos; elaborar conjeturas; comprobar los resultados obtenidos al trabajar
con lapiz y papel; mostrar las posibilidades que ofrecen las vistas grafica y algebraica
en el proceso de transferencia; y demostrar que existen diferencias entre el proceso de
transferencia al trabajar con lapiz y papel y el que se realiza con el apoyo del software.
El software tiene version para Windows en idioma espafiol y su manejo es muy sencillo.
Cuando se carga se muestra la interface inicial (Imagen 1) en el modo 2D, la cual tiene

una vista algebraica, una vista grafica y la barra de entradas.
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Imagen 1: Interface inicial de GeoGebra en la vista 2D

Debajo de la barra de menus existe una barra de herramientas. En este articulo se hara

uso de las herramientas “punto” y “recta perpendicular’ (Imagen 1). La primera se utiliza
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para marcar un punto en la vista grafica; y la segunda, para trazar una recta
perpendicular a una figura lineal.

La barra de entradas es la interface fundamental a través de la cual el usuario introduce
informacion al sistema. Es en este lugar donde se mecanografian representaciones de
puntos, vectores, ecuaciones de rectas y comandos. Después de mecanografiar una
cadena de caracteres en la barra de entradas, se debe pulsar la tecla “Enter” para su
ingreso al sistema. La secuencia de estas dos operaciones constituye la accion
denominada ingresar, de modo que ingresar un vector, por ejemplo, es mecanografiar
su representacion y pulsar “Enter”.

Para ingresar un punto se mecanografia la letra mayuscula que lo simboliza, seguida de
un signo de igual, y, a continuacién, sus coordenadas separadas por coma y entre
paréntesis sin dejar espacios en blanco entre caracteres. Para un vector se procede de
la misma forma, pero utilizando una letra mindscula. Para ingresar una ecuacion se
mecanografia de la misma manera que en un procesador de texto como Microsoft
Word, sin necesidad de utilizar el asterisco como signo de multiplicacion.

Los objetos se pueden ingresar mediante alguna de sus representaciones o mediante
un comando. Cuando se ingresa una representacion de un objeto, en la pantalla se
muestran dos de sus representaciones: en la vista algebraica una representacion
algebraica y en la vista grafica, la representacion grafica. Cuando se ingresa un objeto
mediante un comando ocurre o mismo.

Existen distintos comandos para ingresar una recta que estan relacionados con su
determinacién Unica. En este articulo se utilizaran dos de ellos. El primero referido a la
determinacién de una recta por dos de sus puntos y el segundo a la determinacion de
una recta por uno de sus puntos y un vector de direccién. El primer comando tiene la
sintaxis “recta[<punto>,<punto>]" y el segundo, “recta[<punto>,<vector director>]".
GeoGebra dispone de un comando para determinar la pendiente de una recta, el cual
tiene la sintaxis “pendiente[<recta>]".

Determinacion de procedimientos de transferencia entre representaciones de la
recta en el plano

En el articulo elaborado por los autores (Quero y Ruiz, 2017) se expone un

procedimiento didactico dirigido a identificar y ordenar, para su uso en el PEA, las
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transferencias entre representaciones de la recta en el plano en un mismo sistema de
coordenadas cartesianas rectangulares.

Las fases fundamentales de este procedimiento son: 1) determinar los tipos de
representacion de la recta en el plano; 2) determinar las formas de representacién de
cada tipo; 3) determinar los casos de las transferencias intratipo e intertipos; 4)
identificar cuales procedimientos se exponen en la bibliografia recomendada por el
programa de la asignatura; 5) elaborar procedimientos de las transferencias para las
cuales en la bibliografia no se expone ningun procedimiento y analizar la existencia de
procedimientos alternativos de los expuestos en la bibliografia; y 6) ordenar los
procedimientos de transferencia para su uso en el PEA.

La aplicacion de las fases del procedimiento permiti6 a los autores agrupar los
procedimientos en tres clases, segun el tipo de representacion dada. En cada clase se
ha establecido un orden considerando la forma de la representacion buscada y la

complejidad de los procedimientos de transferencia (Tabla 1).

Tabla 1: Ordenamiento de los casos posibles de transferencia segun el tipo de la
representacion dada y la complejidad de los procedimientos

Tipo de RD: verbal Tipo de RD: analitica Tipo de RD: gréfica
1) DP—-G 15) PVD—EPP 29) EGHG 41) RP—PP 50) G—DP
2) PVD—-G 16) PVN—EPP 30) EPP—-G 42) EG—DP 51) G-»PVD
3) PVN—G 17) DP—PVD 31) RP—G 43) EG-PVD 52) GPVN
4) PP—G 18) DP—PVN 32) RP—EG 44) EG—PVN 53) G—>PP
5) PVD—EG 19) DP—PP 33) RP—EPP 45) EG—PP 54) G>RP
6) DP—EG 20) PVD—DP 34) EG-RP 46) EPP—DP 55) GEG
7) PP-EG 21) PVD—PVN 35) EGHEPP 47) EPP—PVD 56) GEPP
8) PVN—EG 22) PVD—PP 36) EPP—RP 48) EPP—PVN

9) DP—RP 23) PVYN—DP 37) EPP—EG 49) EPP—PP

10) PVD—RP 24) PVN—PVD 38) RP—PVD

11) PVN—RP 25) PVYN—PP 39) RP—DP

12) PP-RP 26) PP—DP 40) RP—PVN

13) PPEPP 27) PP—PVD

14) DP—EPP 28) PP—PVN

Etiquetas:

DP: recta representada verbalmente utilizando dos puntos.

PVD: recta representada verbalmente por un punto y un vector de direccion.
PVN: recta representada verbalmente por un punto y un vector perpendicular.
PP: recta representada verbalmente por un punto y su pendiente.

RP: representacion paramétrica de la recta.

EG: recta representada por una ecuacion general.

EPP: recta representada por una ecuacion con un punto y pendiente dada.
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‘ G: representacion grafica de la recta.

Procedimientos de transferencia con el uso del software GeoGebra
Esta seccion estd dividida en tres epigrafes. En el primero se exponen los
procedimientos de transferencia en que la RD de la recta es verbal; en el segundo, los
procedimientos en que la RD es analitica; y en el tercero se analizan los procedimientos
en que la RD de la recta es grafica. Para cada transferencia se expone un Unico
procedimiento; pero en el PEA debe analizarse la existencia de otros.

2.1) Procedimientos de transferencias a partir de una representacion verbal.
Este epigrafe esté dividido en cinco apartados teniendo en cuenta el tipo de la RB.

2.1.1) Procedimientos de transferencias de una representacion verbal al gréafico

Para transferir de la representacion verbal a la grafica, utilizando el software GeoGebra,
se consideran los procedimientos siguientes:
1) DP-G
RD: recta que pasa por los puntos P(a,b) y Q(c,d) RB: gréfico de la recta.
Procedimiento
1) Ingresar las representaciones de P y Q como pares numéricos ordenados;
2) ingresar la recta PQ utilizando el comando “recta[<punto>, <punto>]" en la forma
“recta[P,Q]’. En la vista grafica se mostrara el grafico buscado de la recta PQ.
2) PVD—-G
RD: recta que pasa por el punto P(a,b) y es paralela al vector no nulo* v=(p,q).
RB: gréafico de la recta.
Procedimiento
1) Ingresar la representacion de P como par numeérico ordenado; 2) ingresar la
representacion del vector v como par numérico ordenado; 3) ingresar la recta utilizando
el comando “recta[<punto>, <vector director>]" en la forma “recta[P,v]”. En la vista
grafica se mostrara el gréafico de la recta que pasa por P y es paralela al vector v.
3) PVN-G
RD: recta que pasa por el punto P(a,b) y es perpendicular al vector no nulo? n=(r,s).
RB: gréafico de la recta.

! En este articulo se considera siempre que el vector v=(p,q) no es nulo.
2 En este articulo se asume siempre que en la representaciones dada o buscada, el vector n=(r,s) no es el nulo.
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Procedimiento

1) Ingresar la representacion de P como par numérico ordenado; 2) ingresar la
representacion del vector n como par numérico ordenado. Se mostrara su
representacion grafica en la vista grafica; 3) trazar la recta que pasa por P y es
perpendicular al vector n, utilizando la herramienta “recta perpendicular’. En la vista
grafica se mostrara el grafico de la recta que pasa por P y es perpendicular al vector n.
4) PP—G

RD: recta que pasa por el punto P(a,b) y tiene pendiente m.

RB: grafico de la recta que pasa por el punto P y tiene pendiente m.

Procedimiento

1) Ingresar la representacion de P como par numérico ordenado; 2) determinar las

coordenadas de un vector v=(p,q) utilizando la relacion m:ﬂ y 3) ingresar la recta
p

utilizando el comando “recta[<punto>,<vector director>]” en la forma “recta[P,v]”. En la
vista gréafica se mostrara el grafico de la recta que pasa por P y tiene pendiente m.
2.1.2) Procedimientos de transferencias de una representacion verbal a la
ecuacion general
Los procedimientos a seguir, utilizando el software GeoGebra, son:
5) PVD—EG
RD: recta que pasa por el punto R(e,f) y es paralela al vector v=(p,q).

RB: recta representada por la ecuacion general Ax+By+C =0.

Procedimiento

1) Aplicar el procedimiento descrito en la transferencia 2. En la vista algebraica se
mostrara una ecuacion general de la recta en la forma ax+by=c, y 2) restar “c” de
ambos miembros de esta ecuacion para obtener la representacién buscada de la recta.
6) DP—EG

RD: recta que pasa por los puntos S(e,f) y T(g,h)

RB: recta representada por la ecuacion Ax+By+C =0.

Procedimiento

1) Ingresar las representaciones de Sy T como pares numericos ordenados; 2) ingresar

la recta utilizando el comando “recta[<punto>,<punto>]" en la forma “recta[S,T]”. En la
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vista algebraica se mostrara una ecuacion general de la recta en la forma ax+by=c, y
3) restar “c” de ambos miembros de esta ecuacion para obtener la representacion
buscada.

7) PP—EG

RD: recta que pasa por el punto R(e,f) y tiene pendiente m.

RB: recta representada por la ecuacion Ax+By+C =0.

Procedimiento

1) Aplicar el procedimiento descrito en la transferencia 4. En la vista algebraica se
mostrara una ecuacion general de la recta en la forma ax+by=c y 2) restar “c” a
miembros de esta ecuacion para obtener la representacién buscada.

8) PVN—-EG

RD: recta que pasa por el punto R(e,f) y es perpendicular al vector n=(r,s).

RB: recta representada por la ecuacion Ax+By+C =0.

Procedimiento
1) Aplicar el procedimiento descrito en la transferencia 3. En la vista algebraica se
mostrara una ecuacion general de la recta en la forma ax+by=c y 2) restar “c” a ambos
miembros de esta ecuacion para obtener la representacion buscada.

2.1.3) Procedimientos de transferencias de una representacion verbal a la

ecuacion parameétrica

Los procedimientos, utilizando el software GeoGebra, son los siguientes:
9) DP—RP

RD: recta que pasa por los puntos P(a,b) y Q(c,d).

RB: recta representada por el sistema de ecuaciones {; : ; i I;t (*)

Procedimiento

1) Aplicar 1 y 2 del procedimiento de la transferencia 6; 2) clic secundario sobre la
ecuacion general y seleccionar “forma paramétrica” en el menu contextual. Se mostrara
una representacion paramétrica de la recta en lugar de su ecuacion general, y 3)
escribir la representacion en la forma (x).

10) PVD—RP

RD: recta que pasa por el punto P(a,b) y es paralela al vector no nulo v=(p,q).

RB: recta representada por el sistema de ecuaciones (*).
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Procedimiento

1) Aplicar el procedimiento descrito en la transferencia 2. En la vista algebraica se

mostrara una ecuacion general de la recta; 2) clic secundario sobre la ecuacion general

y seleccionar “forma paramétrica” en el menu contextual. La ecuacion general sera

reemplazada por la ecuacién paramétrica y 3) escribir la representacion en la forma (*).

11) PVN—-RP

RD: recta que pasa por el punto P(a, b) y es perpendicular al vector n=(r,s).

RB: recta representada por el sistema de ecuaciones (*).

Procedimiento

1) Aplicar el procedimiento descrito en la transferencia 3. En la vista algebraica se

mostrara una ecuacion general de la recta; 2) clic secundario sobre la ecuacién general

y seleccionar “forma paramétrica” en el menu contextual y 3) escribir el sistema de

ecuaciones en la forma (x).

12) PP—RP

RD: recta que pasa por el punto P(a,b) y tiene pendiente m.

RB: recta representada por el sistema de ecuaciones (*).

Procedimiento

1) Aplicar el procedimiento descrito en la transferencia 4. En la vista algebraica se

mostrara una ecuacion general de la recta; 2) clic secundario sobre la ecuacién general

y seleccionar “forma paramétrica” en el menu contextual. La ecuacion general sera

sustituida por una ecuacion paramétrica y 3) escribir la representacion en la forma (x).
2.1.4) Procedimientos de transferencias de una representacion verbal a la

ecuacion con punto y pendiente.

Los procedimientos a utilizar son los siguientes:

13) PP—EPP

RD: recta que pasa por el punto Q(c,d) y tiene pendiente m.

RB: recta representada por la ecuaciony-d = m(x-c).

Procedimiento

1) Aplicar el procedimiento descrito en la transferencia 4. En la vista algebraica se

mostrara una ecuacion general de la recta; 2) clic secundario sobre la ecuacién general

y seleccionar “ecuacion y=ax+b” en el menu contextual. La ecuacion general se
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sustituira por una ecuacion de la forma y=ax+b; 3) restar “d” a ambos miembros de

esta ecuacion y 4) extraer factor comun m en el miembro derecho de la ecuacion
resultante para obtener la representacion en la formay-d = m(x-c).
14) DP—EPP
RD: recta que pasa por los puntos P(a,b) y Q(c,d).
RB: recta representada por la ecuacion y-d = m(x-c).
Procedimiento
Aplicar 1, 2 y 3 del procedimiento descrito en la transferencia 6. En la vista algebraica
se mostrard una ecuacion general de la recta. Después aplicar 2, 3 y 4 del
procedimiento descrito en la transferencia 13.
15) PVD—EPP
RD: recta que pasa por el punto Q(c, d) y es paralela al vector v=(p,q) (p#0).
RB: recta representada por la ecuaciony-d = m(x-c).
Procedimiento
1) Aplicar el procedimiento descrito en la transferencia 2. En la vista algebraica se
mostrara una ecuacion general de la recta. Después aplicar 2, 3 y 4 del procedimiento
descrito en la transferencia 13.
16) PVN—EPP
RD: recta que pasa por el punto Q(c,d) y es perpendicular al vector n=(r,s) (s#0).
RB: recta representada por la ecuacion y-d = m(x-c).
Procedimiento
1) Aplicar el procedimiento descrito en la transferencia 3. En la vista algebraica se
mostrara una ecuacion general de la recta. Después aplicar 2, 3 y 4 del procedimiento
descrito en la transferencia 13.
2.1.5) Procedimientos de transferencias de una representacion verbal a otra
verbal
Los procedimientos que se pueden utilizar son los siguientes:
17) DP—PVD
RD: recta que pasa por los puntos P(a, b) y Q(c,d).
RB: recta que pasa por el punto P(a, b) y es paralela al vector v= (p,q).

Procedimiento:
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1) Aplicar el procedimiento descrito en la transferencia 1; 2) clic secundario sobre la
ecuacion general y seleccionar “forma paramétrica” en el menu contextual. La ecuacion
general sera sustituida por una ecuacion paramétrica; 3) identificar en la vista
algebraica el vector de direccion (v) y 4) representar verbalmente la recta en la forma
“recta que pasa por P y es paralela al vector v”.

18) DP—PVN

RD: recta que pasa por los puntos P(a,b) y Q(c,d).

RB: recta que pasa por el punto P(a,b) y es perpendicular al vector n=(r,s) normal a la
recta PQ.

Procedimiento:

1) Aplicar el procedimiento descrito en la transferencia 1. En la vista algebraica se
mostrara una ecuacion general de la recta; 2) identificar en la vista algebraica un vector
normal (n) y 3) representar verbalmente la recta en la forma “recta que pasa por P y es
perpendicular al vector n”.

19) DP—PP

RD: recta que pasa por los puntos P(a,b) y Q(c,d) (a#c).

RB: recta que pasa por el punto P(a,b) y tiene pendiente m.

Procedimiento:

1) Aplicar el procedimiento descrito en la transferencia 1. En la vista algebraica se
mostrara una ecuaciéon general de la recta; 2) clic secundario sobre la ecuacién general

y seleccionar “ecuacion y=ax+b” en el menu contextual. La ecuacion general se
sustituira por una ecuacion de la forma y=ax+b; 3) identificar en la vista algebraica la

pendiente m y 4) representar verbalmente la recta en la forma “recta que pasa por
P(a,b) y tiene pendiente m”.

20) PVD—DP

RD: recta que pasa por el punto P(a,b) y es paralela al vector v=(p,q).

RB: recta que pasa por los puntos P(a,b) y A(c,d).

Procedimiento

1) Aplicar el procedimiento descrito en la transferencia 2; 2) representar graficamente
un punto A de la recta utilizando la herramienta “punto”. En la vista algebraica se
mostrara la representacion de A como un par ordenado y 3) escribir la representacion

verbal de la recta en la forma “recta que pasa por los puntos P(a,b) y A(c,d)”.
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21) PVD—PVN

RD: recta que pasa por el punto P(a,b) y es paralela al vector v=(p,q).

RB: recta que pasa por el punto P(a,b) y es perpendicular al vector n=(r,s).
Procedimiento

1) Aplicar el procedimiento descrito en la transferencia 2. En la vista algebraica se
mostrara una ecuacion general de la recta; 2) identificar las coordenadas de un vector
normal (n) a la recta en la vista algebraica y 4) escribir la representacion verbal de la
recta en la forma “recta que pasa por P(a,b) y es perpendicular al vector n=(r,s)”.

22) PVD—PP

RD: recta que pasa por el punto P(a,b) y es paralela al vector v=(p,q) (p#0).

RB: recta que pasa por el punto P(a,b) y tiene pendiente m.

Procedimiento

1) Aplicar el procedimiento descrito en 2; 2) determinar la pendiente m de la recta
utilizando el comando “pendiente[<recta>]" en la forma “pendiente[a]” y 3) escribir la
representacion verbal de la recta en la forma “recta r que pasa por P(a,b) y tiene
pendiente m”.

23) PVN—DP

RD: recta que pasa por el punto P(a,b) y es perpendicular al vector n=(r,s).

RB: recta que pasa por los puntos P(a,b) y A(c,d).

Procedimiento

1) Aplicar el procedimiento descrito en la transferencia 3; 2) representar graficamente
un punto A de la recta utilizando la herramienta “punto”. En la vista algebraica se
mostrara la representacion de A como un par numérico ordenado 3) escribir la
representacion verbal de r en |la forma “recta que pasa por los puntos P(a,b) y A(c,d)”.
24) PVN—PVD

RD: recta que pasa por el punto P(a,b) y es perpendicular al vector n=(p,q).

RB: recta que pasa por el punto P(a,b) y es paralela al vector v=(p,q).

Procedimiento

1) Aplicar el procedimiento descrito en la transferencia 3. En la vista algebraica se
mostrara un ecuacion general de la recta; 2) identificar en la ecuacion general un vector
v de direccion de la recta y 3) representar verbalmente la recta en la forma “recta que

pasa por P(a,b) y es paralela al vector v=(p,q)”.
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25) PVN—PP

RD: recta que pasa por el punto Q(c,d) y es perpendicular al vector n=(r,s) (s#0).

RB: recta que pasa por el punto Q(c,d) y tiene pendiente m.

Procedimiento

1) Aplicar el procedimiento descrito en la transferencia 3. En la vista algebraica se
mostrara una ecuacion general de la recta; 2) clic secundario sobre la ecuacion general

y seleccionar “ecuacion y=ax+b” en el menu contextual. Se mostrara la ecuacion
y=ax+ben lugar de la ecuacion general; 3) identificar en la ecuacion y=ax+bla

pendiente m y 4) representar verbalmente la recta en la forma “recta que pasa por
Q(c,d) y tiene pendiente m”.

26) PP—DP

RD: recta que pasa por el punto P(a,b) y tiene pendiente m.

RB: recta que pasa por los puntos P(a,b) y A(c,d).

Procedimiento

1) Aplicar el procedimiento descrito en la transferencia 4; 2) representar graficamente
un punto A de la recta utilizando la herramienta “punto”. En la vista algebraica se
mostrara la representacion de A como un par numérico ordenado (c,d) y 3) escribir la
representacion verbal de r en la forma “recta que pasa por los puntos P(a,b) y A(c,d)”.
27) PP—PVD

RD: recta que pasa por el punto P(a,b) y tiene pendiente m.

RB: recta que pasa por el punto P(a,b) y es paralela al vector v=(p,q).

Procedimiento

1) Aplicar el procedimiento descrito en la transferencia 4. En la vista algebraica se
mostrara una ecuacion general de la recta; 2) clic secundario sobre la ecuacién general
y seleccionar “forma paramétrica” en el menu contextual. Se mostrara una ecuacion
paramétrica de la recta en lugar de la ecuacion general; 3) identificar en la ecuacion
paramétrica el vector de direccion v=(p,q) y 4) representar verbalmente la recta en la
forma “recta que pasa por P(a,b) y es paralela al vector v=(p,q)”.

28) PP—PVN

RD: recta que pasa por el punto P(a,b) y tiene pendiente m.

RB: recta que pasa por el punto P(a,b) y es perpendicular al vector n=(r,s).

Procedimiento
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1) Aplicar el procedimiento descrito en la transferencia 4. Se mostrara una ecuacion
general de la recta en la vista algebraica; 2) ldentificar las coordenadas de un vector
normal n=(r,s) en la ecuacion general y 3) escribir la representacién verbal de r en la
forma “recta que pasa por el punto P(a,b) y es perpendicular al vector n=(r,s)”.
2.2) Procedimientos de transferencias a partir de una representacion analitica

Aqui se exponen los procedimientos de transferencia en los que la representacion dada
es analitica y la buscada es de cualquiera de los tipos de la Tabla 1.

2.2.1) Procedimientos de transferencias de una representacion analitica a la

gréfica

Los procedimientos que pueden utilizarse son:
29) EG—G
RD: recta representada por la ecuacion Ax+By+C =0. RB: grafico de la recta.
Procedimiento
Ingresar la ecuacion de la recta. En la vista grafica se mostrara el gréfico de la recta.
30) EPP—G
RD: recta representada por la ecuacion y-b = m(x-a). RB: grafico de la recta.
Procedimiento
Ingresar la ecuacion de la recta. En la vista grafica se mostrara el grafico de la recta.
31) RP—G
RD: recta representada por el sistema de ecuaciones (*). RB: grafico de la recta.
Procedimiento:
1) Identificar un punto y un vector de direccion de la recta en su representacion
paramétrica y 2) aplicar el procedimiento descrito en la transferencia 2.

2.2.2) Procedimientos de transferencias de una representacion analitica a otra

analitica

Las transferencias que pueden realizarse con GeoGebra son las siguientes:
32) RP—EG
RD: recta representada por el sistema de ecuaciones (*).

RB: recta representada por la ecuacion general Ax+By+C =0.

Procedimiento:
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1) Identificar un punto y un vector de direccion de la recta en su representacion
paramétrica y 2) aplicar el procedimiento descrito en la transferencia 2. En la vista
algebraica se mostrara una ecuacion general de la recta.

33) RP—EPP

RD: recta representada por el sistema de ecuaciones (*), con p#0.

RB: recta representada por la ecuacion y-b = m(x-a).

Procedimiento

1) Aplicar el procedimiento descrito en la transferencia 32. En la vista algebraica se
mostrara una ecuacion general de la recta; 2) clic secundario sobre la ecuacion general

y seleccionar “ecuacion y=ax+b” en el menu contextual. Se sustituira la ecuacion
general por una ecuacion de la formay =ax+b; 4) restar “b” a ambos miembros de esta

ecuacion y 5) extraer factor comun “m” en el miembro derecho de la ecuacion resultante
para obtener la representacion en la formay-b = m(x-a).
34) EG—RP

RD: recta representada por la ecuaciéon Ax+By+C =0.

RB: recta representada por el sistema de ecuaciones (*).

Procedimiento

1) Ingresar la ecuacion de la recta. En la vista algebraica se mostrara una ecuacion
general de la recta; 2) clic secundario sobre la ecuacién general y seleccionar “forma
paramétrica” en el menu contextual. Se mostrara una ecuacion paramétrica de la recta
en lugar de su ecuacion general, y 3) transformar la ecuacion paramétrica en un
sistema de ecuaciones de la forma (*).

35) EG—EPP

RD: recta representada por la ecuacion general Ax+By+C =0 (B#0).

RB: recta representada por la ecuacion y-d = m(x-c).

Procedimiento

1) Ingresar la ecuaciéon general de la recta la cual se mostrara en la vista algebraica 2)
clic secundario sobre la ecuacion general y seleccionar “ecuacion y=ax+b” en el menu
contextual. Se mostrara una ecuacion de la recta en la forma y=ax+ben lugar de la
ecuaciéon general, y 3) restar b a ambos miembros de esta ecuacién para obtener una

ecuaciéon de laformay-d = m(x-c), conc=0y d=b.
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36) EPP—RP

RD: recta representada por la ecuacion y-d = m(x-c).

RB: recta representada por el sistema de ecuaciones (*).

Procedimiento

1) Ingresar la ecuacion dada de la recta. En la vista algebraica se mostrara la ecuacion
general de la recta; 2) clic secundario sobre la ecuacidén general y seleccionar “forma
paramétrica” en el menu contextual. Se mostrara una ecuacion paramétrica de la recta
en lugar de su ecuacion general, y 3) transformar la ecuacion paramétrica en un
sistema de ecuaciones de la forma (*).

37) EPP—EG

RD: recta representada por la ecuacion y-f = m(x-e).

RB: recta representada por la ecuacion Ax+By+C =0.

Procedimiento
1) Ingresar la ecuacion dada de la recta. En la vista algebraica se mostrara su ecuacion

general en la forma ax+by =c, y 2) restar “c” a ambos miembros de esta ecuacion para

obtener la representacién buscada.

2.2.3) Procedimientos de transferencias de una representacién analitica a una

verbal

Los procedimientos a seguir son los siguientes:
38) RP—PVD. Esta transferencia no requiere del uso del software GeoGebra.
39) RP—DP
RD: recta representada por el sistema de ecuaciones (*).
RB: recta que pasa por los puntos P(a,b) y A(c,d).
Procedimiento:
1) Identificar un punto P(a,b) y un vector de direccién de la recta en su representacion
paramétrica (*); 2) aplicar el procedimiento descrito en la transferencia 32; 3)
representar graficamente un punto A de la recta. En la vista algebraica se mostrara la
representacion de A como un par ordenado, y 4) escribir la representacion verbal de la
recta en la forma “recta que pasa por los puntos P(a,b) y A(c,d)”.
40) RP—PVN

RD: recta representada por el sistema de ecuaciones (*).
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RB: recta que pasa por el punto P(a,b) y es perpendicular al vector n=(r,s).
Procedimiento

1) Identificar un punto P(a,b) y un vector de direccidén de la recta en su representacion
paramétrica (*); 2) aplicar el procedimiento descrito en la transferencia 32. En la vista
algebraica se mostrara una ecuacion general de la recta; 3) identificar las coordenadas
de un vector normal a la recta n=(r,s) en la ecuacion general y 4) escribir la
representacion verbal de la recta en la forma “recta que pasa por el puntos P(a,b) y es
perpendicular al vector n=(r,s)”.

41) RP—PP

RD: recta representada por el sistema de ecuaciones (*), con p#0.

RB: recta que pasa por el punto Q(c,d) y tiene pendiente m.

Procedimiento

1) Identificar un punto Q(c,d) y un vector de direccion de la recta en su representacion
paramétrica (*); 2) aplicar el procedimiento descrito en la transferencia 32; 3) determinar
la pendiente m de la recta utilizando el comando “pendiente[<recta>]" y 4) representar
verbalmente la recta r en la forma “recta que pasa por el punto Q(c,d) y pendiente m”.
42) EG—DP

RD: recta representada por la ecuaciéon Ax+By+C =0.

RB: recta que pasa por los puntos P(a,b) y Q(c,d).

Procedimiento

1) Ingresar la ecuacion dada de la recta. En la vista grafica se mostrara el grafico de la
recta; 2) representar graficamente dos puntos diferentes P y Q de la recta utilizando la
herramienta “punto”. En la vista algebraica se representaran estos puntos como pares
numericos ordenados, y 3) escribir la representacion verbal de la recta en la forma
“recta que pasa por los puntos P(a,b) y Q(c,d)".

43) EG—PVD

RD: recta representada por la ecuacion general Ax+By+C =0.

RB: recta que pasa por el punto P(a,b) y es paralela al vector v=(p,q).
Procedimiento
1) Ingresar la ecuacion dada de la recta; 2) clic secundario sobre la ecuacion general y

seleccionar “forma paramétrica” en el menu contextual. En la vista algebraica se
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mostrara una ecuacion parameétrica de la recta en lugar de su ecuacion general; 3)
identificar en la ecuacién paramétrica un punto P(a,b) y un vector de direccién v=(p,q)
de la recta, y 4) escribir la representacion verbal de la recta en la forma “recta que pasa
por los puntos P(a,b) y es paralela al vector v=(p,q)”.

44) EG—PVN

RD: recta representada por la ecuacion general Ax+By+C =0.

RB: recta que pasa por el punto D(a,b) y es perpendicular al vector n=(r,s).
Procedimiento

1) Ingresar la ecuacion dada de la recta; 2) identificar las coordenadas de un vector
normal a la recta n=(r,s) en la ecuacion general de la recta; 3) representar graficamente
un punto D de la recta utilizando la herramienta “punto”. En la vista algebraica se
mostrara la representacion de D como un par numérico ordenado; 4) escribir la
representacion verbal de la recta en la forma “recta que pasa por el punto D(a,b) y es
perpendicular al vector n=(r,s)”.

45) EG—PP

RD: recta representada por la ecuacion general Ax+By+C =0 (B#0).

RB: recta que pasa por el punto Q(c,d) y tiene pendiente m.

Procedimiento

1) Ingresar la ecuacién dada de la recta; 2) clic secundario sobre la ecuacién general y

seleccionar “ecuacion y=ax+b” en el menu contextual. La ecuacion general se
sustituira por una ecuacién de la forma y=ax-+b; 3) identificar en esta ecuacion la

pendiente m (a) y la ordenada en el origen (b) , 4) escribir la representacion verbal de la
recta en la forma “recta que pasa por el punto Q(0,b) y tiene pendiente m”.

46) EPP—DP

RD: recta representada por la ecuaciéon y-f = m(x-e).

RB: recta que pasa por los puntos A(a,b) y B(c,d).

Procedimiento

1) Ingresar la ecuacion dada de la recta; 2) representar graficamente dos puntos
diferentes A y B de la recta utilizando la herramienta “punto”. En la vista algebraica se

representaran estos puntos como pares ordenados (a,b) y (c,d), respectivamente y 3)
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escribir la representacion verbal de la recta en la forma “recta que pasa por los puntos
A(a,b) y B(c,d)".
47) EPP—PVD
RD: recta representada por la ecuacibn y-b = m(x-a).
RB: recta que pasa por el punto P(a,b) y es paralela al vector v=(p,q).
Procedimiento
1) Aplicar 1 y 2 del procedimiento descrito en la transferencia 36. En la vista algebraica
se mostrara una representacion paramétrica de la recta; 2) identificar las coordenadas
del vector de direccion v=(p,q) y del punto P(a,b) en la representacion paramétricay 3)
escribir la representacion verbal de la recta en la forma “recta que pasa por el punto
P(a,b) y es paralela al vector v=(p,q)”.
48) EPP—PVN
RD: recta representada por la ecuacion y-b = m(x-a).
RB: recta que pasa por el punto P(a,b) y es perpendicular al vector n=(r,s).
Procedimiento
1) Ingresar la ecuacion dada de la recta. En la vista algebraica se mostrard una
ecuacion general de la recta; 2) identificar las coordenadas de un vector normal n=(r,s)
en la ecuacion general y 3) escribir la representacion verbal de la recta en la forma
“recta que pasa por el punto P(a,b) y es perpendicular al vector v=(r,s)".
49) EPP—PP. Esta transferencia no requiere el uso del software.

2.3) Procedimientos de transferencias a partir de la representacion grafica
Todas las transferencias a partir de una representacion grafica en la vista grafica de
GeoGebra se pueden realizar con este software. Estas corresponden a las etiquetadas
con los nameros 50, 51, 52, 53, 54, 55 y 56 en la Tabla 1, pero no son de interés
porque no suelen ser necesarias en el PEA de la Geometria Analitica.
RESULTADOS Y DISCUSION
Utilizacion del software GeoGebra en el PEA de la transferencia entre
representaciones de larecta en el plano
La fijacion de los procedimientos de transferencia ocurre en el proceso de resolucion de
tareas de aprendizaje por lo que comienza en el trabajo independiente previo a cada

clase practica, continla en la clase practica y se extiende al trabajo independiente
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posterior. Las tareas concebidas para los componentes laboral e investigativo

contribuyen también a la fijacién de estos procedimientos.

Las tareas para la fijacion de los procedimientos de transferencia entre las

representaciones de la recta en el plano que se conciben en la mayoria de los textos no

incluyen entre sus exigencias el uso de un software en el proceso de su resolucion, por
lo que los autores han agregado esta exigencia a las tareas que se proponen a los
estudiantes.

Las tareas orientadas, para resolver con el software, han sido solucionadas por los

estudiantes en su actividad independiente extraclase.

Los principales resultados obtenidos son:

» Los estudiantes han perfeccionado sus habilidades para el uso del software
GeoGebra y se han apropiado de los procedimientos de transferencia entre
representaciones de la recta en el plano.

» Los estudiantes, generalmente, son capaces de aplicar y de describir los
procedimientos de transferencia, aunque las descripciones son muy breves y no
siempre utilizan la terminologia informatica correctamente.

» Se halogrado que los estudiantes utilicen el software para comprobar los resultados
obtenidos en tareas cuya resolucién, con lapiz y papel, resulta compleja.

= Algunos estudiantes han elaborado sus propios procedimientos de transferencia, lo
gue revela el desarrollo de la independencia y la creatividad.

*» Ha aumentado el interés y la motivacion de los estudiantes por resolver las tareas
de transferencia con el uso del software.

CONCLUSIONES

Los procedimientos para la transferencia entre las representaciones de la recta en el

plano dependen de los medios utilizados: lapiz y papel o software. En el caso del

software GeoGebra se obtienen simultaneamente una representacion grafica y otra
analitica, mientras que cuando se utiliza lapiz y papel no sucede asi.

La utilizacion de los procedimientos elaborados, en el PEA de la Geometria Analitica,

ha contribuido al desarrollo de la habilidad para la transferencia entre representaciones

de la recta en el plano.
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